
定理 (Weierstrass)

f(x) =
∞
∑

n=0

an cos(bnπx)
(

ただし、0 < a < 1, b奇数, ab > 1 +
3

2
π

)

とおくと、f(x)は到る処連続で、到る処微分できない。

Proof　

|an cos(bnπx)|≦ an
かつ 0 < a < 1 より

∞
∑

n=0

an

は一様収束。

よって、Weierstrass の定理より、
∞
∑

n=0

an cos(bnπx)

は一様収束。各項は、continuous function であることは明らか。

よって、f(x)は continuous。

1st step

1

h
{f(x + h) − f(x)}

=
∞
∑

n=0

1

h
an [cos bnπ(x + h) − cos bnπx]

=
m−1
∑

n=0

1

h
an[cos bnπ(x + h) − cos bnπx] +

∞
∑

n=m

1

h
an[cos bnπ(x + h) − cos bnπx]

　 = sm + rm

とおく。
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an sin

bnπ(2x + h)

2
sin
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∣

∣

∣

∣

∣

(ab)nπ
sin bnπ(x + h

2
) sin bnπh
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2
bnπh

∣

∣

∣

∣

∣

≦ π
m−1
∑

n=0

(ab)n

= π
(ab)m − 1

ab − 1
<

π(ab)m

ab− 1

よって、∃ǫ : |ǫ| < 1, sm =
π(ab)mǫ

ab − 1
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2nd step

bmxに最も近い integer を km とし、bmx = km + ρm とおくと、|ρm|≦
1

2
ξm = (km + 1)b−m, ηm = (km − 1)b−m

とおくと、

ηm < x < ξm

m → ∞なるとき、ξm, ηm → x.

いま、特に h を、x + h = ξm なる如くとると、

h = ξm − x = (km + 1)b−m − x = b−m(km + 1 − bmx) = (1 − ρm)b−m
≦

3

2
b−m

n≧mのとき、

cos bnπ(x + h) = cos bnπξm = cos(bn−mπ(1 + km)) = (−1)1+km (∵ b奇数)

cos bnπx = cos
(

bn−mπ(km + ρm)
)

= cos
(

bn−mπkm + bn−mπρm

)

= (−1)km cos
(

bn−mπρm

)

∴　 rm = (−1)1+km

1

h

∞
∑

n=m

an
(

1 + cos(bn−mπρm)
)

ここで、1 + cos(πρm)≧ 1, 1 + cos(bn−mπρm)≧ 0 for n > mだから、

(−1)1+kmrm≧

1

h
am
≧

2

3
(ab)m

(

Note that h≦
3

2
b−m

)

∴　 ∃θ > 1; rm = (−1)1+km

2

3
(ab)mθ

1

h
{f(ξm) − f(x)} = sm + rm

= (−1)1+km

2

3
θ(ab)m + ǫπ

(ab)m

ab − 1

= (−1)1+km(ab)m

{

2

3
θ + (−1)1+km

πǫ

ab − 1

}

ここで、

2

3
θ + (−1)1+km

πǫ

ab − 1
>

2

3
−

π

ab − 1

ところが、ab − 1 >
3

2
π． ∴　

2

3
>

π

ab − 1

∴　
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3
θ + (−1)1+km

πǫ

ab − 1
> 0
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次に、

1

h
{f(ηm) − f(x)} の振る舞いを調べる。

x + h = ηm = (km − 1)b−m
とおくと、bmx = km + ρm だから、

h = −(1 + ρm)b−m
∴　 |h|≦

3

2
b−m

cos(bnπηm) = cos
(

bnπ(km − 1)b−m
)

= cos
(

bn−mπ(km − 1)
)

= (−1)km−1 (∵ b奇数)

cos(bnπx) = cos
(

bnπ(km + ρm)b−m
)

= cos
(

bn−mπ(km + ρm)
)

= cos(bn−mπkm) cos(bn−mπρm) = (−1)km cos(bn−mπρm)

∴　

1

h
{f(ηm) − f(x)} = (−1)km−1

1

h

∞
∑

n=m

an
(

1 + cos(bn−mπρm)
)

+
πǫ(ab)m

ab− 1
(|ǫ| < 1)

ところが、

1 + cos(πρm)≧ 1, 1 + cos(bn−mπρm)≧ 0 for n > m

∴　

1

h

∞
∑

n=m

an
(

1 + cos(bn−mπρm)
)

≧

1

h
am
≧

2

3
(ab)m

なので、

∃θ′ > 1,
1

h

∞
∑

n=m

an
(

1 + cos(bn−mπρm)
)

=
2

3
(ab)mθ′

∴　

1

h
{f(ηm) − f(x)} = (−1)km−1(ab)m

{

2

3
θ′ + (−1)km−1

πǫ

ab − 1

}

ここで、

2

3
θ′ + (−1)km−1

πǫ

ab − 1
>

2

3
−

π

ab − 1
> 0

(

∵　 ab > 1 +
3

2
π

)

ab > 1なので、m → ∞のとき (ab)m → ∞．このとき、
1

h
{f(ξm) − f(x)}も

1

h
{f(ηm) − f(x)}

も発散するので、f ′(x) は存在しない。
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