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1 再生方程式 (The Renewal Equation)

安定人口のモデルとしての再生産方程式が、シャープ (F.R.Sharpe)とロトカ (A.J.Lotka)[1]によって
考案された。
ここで、

B(t) : 時刻 tに置ける単位時間当たりの出生数

ℓ(a) : a歳までの生残率　

β(a) : a歳の人口の年齢別出生率

と書くことにすると、再生方程式は、

B(t) =

∫ ∞

0
B(t− a)ℓ(a)β(a) da (1)

と表される。これは、時刻 tにおける単位時間の出生数は、時刻 t− aに生まれた母親が a歳まで生残
し、かつ、その年齢での出生率を掛けたものに等しいことを表している。
この積分方程式の解を求めたい。安定した年齢分布では、人口は指数関数的に増加すると考えられる

ので、解をB(t) = B0e
rt と仮定して、(1)式に代入してみよう。すると、

B0e
rt = B0e

rt

∫ ∞

0
e−raℓ(a)β(a) da

両辺をB0e
rtで割ると、

1 =

∫ ∞

0
e−raℓ(a)β(a) da (2)

を得る。これを、ロトカ・オイラーの特性方程式という。

(2)式を満たす rは常に存在する。なぜならば、
∫ ∞

0
ℓ(a)β(a) da > 1の場合には、

lim
r→+∞

∫ ∞

0
e−raℓ(a)β(a) da = 0

となるので、0 < r < +∞のどこかに (2)式を満たす rが存在し、人口は指数膨張をする。
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一方、
∫ ∞

0
ℓ(a)β(a) da < 1の場合には、

lim
r→−∞

∫ ∞

0
e−raℓ(a)β(a) da = +∞

となるので、−∞ < r < 0のどこかに (2)式を満たす rが存在し、人口は指数関数的に減少する。∫ ∞

0
ℓ(a)β(a) da = 1の場合の (2)式の解は、明らかに r = 0である。この場合、人口は時間的に一定

で、増加もしなければ減少もしない。
(2)式を満たす rを内的増加率 (intrinsic rate of increase)という。
ここで、年齢 a の母親による年齢別生産率 (rate of production)を n(a) とすると、

n(a) = ℓ(a)β(a)

である。n(a) を全寿命にわたって積分すると、一人の母親により生涯で生み出されるすべての女性子孫
の数、つまり 基本再生産数R(basic reproduction number) が得られる。

R0 =

∫ ∞

0
n(a) da =

∫ ∞

0
ℓ(a)β(a) da

R0 > 1ならば、r > 0, R0 < 1ならば、r < 0である。
一人当たり出生頻度 n(a) を正規化した分布 g(a) は、出産時の年齢分布となる。

g(a) =
n(a)∫∞

0 n(a)da
=

n(a)

R0

この式を (1)式に代入すると、

B(t) = R0

∫ ∞

0
g(a)B(t− a) da (3)

を得る。また、(2)式は、

1 = R0

∫ ∞

0
e−rag(a) da (4)

となる。

【例１】 ℓ(a)β(a) = n(a) = mδ(a− 1)の場合
この式を (1)式に代入すると、

B(t) = m

∫ ∞

0
B(t− a)δ(a− 1) da = mB(t− 1)

となる。始まりを t = 0とするならば、

B(t) = mtB0

を得る。これをマルサスモデル (Malthusian model) という。
一方、ℓ(a)β(a) = mδ(a− 1)を (2)式に代入すると、

1 = m

∫ ∞

0
e−raδ(a− 1) da = me−r

より、er = m、すなわち、r = lnm。よって、再び、

B(t) = B0e
t lnm = B0m

t
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を得る。

【例２】 n(a) = δ(a− 1) + δ(a− 2)の場合
この式を (1)式に代入すると、

B(t) =

∫ ∞

0
B(t− a) (δ(a− 1) + δ(a− 2)) da

すなわち、

B(t) = B(t− 1) +B(t− 2)

を得る。これを、フィボナッチ数列 (Fibonacci sequence)と言う。
これを解こう。

B(t)− αB(t− 1) = β
(
B(t− 1)− αB(t− 2)

)
または、

B(t)− βB(t− 1) = α
(
B(t− 1)− βB(t− 2)

)
と書けるためには、

α+ β = 1, αβ = −1

だから、α, βは、x2 − x− 1 = 0の解である。そこで、

α =
1 +

√
5

2
, β =

1−
√
5

2

と書こう。すると、

B(t)− αB(t− 1) = β
(
B(t− 1)− αB(t− 2)

)
= · · · = βt−1

(
B(1)− αB(0)

)
(5)

B(t)− βB(t− 1) = α
(
B(t− 1)− βB(t− 2)

)
= · · · = αt−1

(
B(1)− βB(0)

)
(6)

となるので、α× (6)− β × (5)より、

B(t) =
1

α− β

{
(αt − βt)B(1)− (αtβ − αβt)B(0)

}
(7)

すなわち、

B(t) =
1√
5

{
(αt − βt)B(1) + (αt−1 − βt−1)B(0)

}
(8)

を得る。
ここで、B(0) = 0, B(1) = 1とすれば、

B(t) =
αt − βt

√
5

を得る。

一方、 ℓ(a)β(a) = δ(a− 1) + δ(a− 2)を (2)式に代入すると、

1 =

∫ ∞

0
e−ra (δ(a− 1) + δ(a− 2)) da = e−r + e−2r
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となる。ここで、x = erとおくと、再び、x2 − x− 1 = 0を得る。ゆえに、解は、

α =
1 +

√
5

2
, β =

1−
√
5

2

となる。x = er = βの場合には、β < 0なので rは複素数となるが、(2)式はオイラーの名を冠した方程
式なので気にしない。(Who is afraid of imaginary numbers?)

よって、一般解は、

B(t) = Bα α
t +Bβ β

t

で与えられる。Bα, Bβ の代わりに、

B(0) = Bα +Bβ

B(1) = Bα α+Bβ β

を用いてB(0), B(1)で表すと、再び (7)式を得る。
(注) B(t) = Bβ β

tは、方程式 (1)も (2)も満たす。しかし、暗黙の前提である B(t) > 0は成り立たな
い。

【例 3】 g(a)が指数分布の場合
g(a) = λe−λaを (4)式に代入する。

1 = λR0

∫ ∞

0
e−(r+λ)a da (9)

= − λR0

r + λ

[
e−(r+λ)a

]∞
0

(10)

=
λR0

r + λ
(11)

これを rについて解くと、

r = (R0 − 1)λ

ゆえに、

B(t) = B0e
λ(R0−1)t

を得る。

【例 4】 g(a)がガンマ分布の場合

g(a) =
λn

Γ(n)
an−1e−λa を (4)式に代入する。

1 =
λnR0

Γ(n)

∫ ∞

0
an−1e−(r+λ)a da (12)

ここで、x = (r + λ)aとおくと、∫ ∞

0
an−1e−(r+λ)a da =

1

(r + λ)n

∫ ∞

0
xn−1e−x dx

=
Γ(n)

(r + λ)n
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となる。ただし、Re(r + λ) > 0とする。これを、(12)式に代入すると、

1 =

(
λ

r + λ

)n

R0

となる。これは、

(r + λ)n = λnR0 (13)

と書ける。ここで、

r + λ = ρei θ

と書くことにすると、(13)式の解は、

r =
(
R

1/n
0 e2πki/n − 1

)
λ, k = 0, 1, 2, · · · , n− 1 (14)

となる。ただし、(12)式を満たす rは、Re

(
e2πki/n

)
> 0、すなわち、0 ≤ k <

n

4
、または、

3n

4
< k < n

に限る。

例えば、n = 2, 3, 4の場合には、0 ≤ k <
n

4
、または、

3n

4
< k < nを満たす kは、k = 0のみである

ので、(4)式の解は、

B(t) = B0e
λ
(
R

1/n
0 −1

)
t

で与えられる。
ところが、n = 5の場合に、Re

(
e2πki/5

)
> 0 を満たす kの値は、k = 0, 1, 4であるので、(4)式の一

般解は、B(t)が実関数であること、および、e2πi/5 = e8πi/5 を考慮すると、

B(t) = B0 exp
{
λ
(
R

1/5
0 − 1

)
t
}

+B1 exp
{
λ
(
R

1/5
0 e2πi/5 − 1

)
t
}
+B∗

1 exp
{
λ
(
R

1/5
0 e−2πi/5 − 1

)
t
}

(15)

で与えられる。
一般に、n ≥ 5の場合、(4)式を満たす rは複素数解を含む。

2 実効再生産数 (The Effective Reproduction Number)

一般には、年齢 a の母親による年齢別生産率 (rate of production) n(a) は時間とともに変化する。す
なわち、n(t, a)と表される。n(t, a) を全寿命にわたって積分すると、時刻 tにおける一人の母親により
生涯で生み出されるすべての女性子孫の数R(t)が得られる。

R(t) =

∫ ∞

0
n(t, a) da

これを実効再生産数 (effective reproduction number)と言う 。
一人当たり出生頻度 n(t, a) を正規化した分布 g(t, a) は、出産時の年齢分布となる。

g(t, a) =
n(t, a)∫∞

0 n(t, a)da
=

n(t, a)

R(t)

もしも関数 gが tに依らず g(a)と表される場合には、

n(t, a) = R(t)g(a)
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と n(t, a)は変数分離形で表される。実際の解析では、簡単のため、このような仮定がしばしば用いられ
ている。
再生産方程式は、

B(t) = R(t)

∫ ∞

0
g(a)B(t− a) da

となる [2]。

感染症 (infectious disease)の場合は、出生者数B(t)を新規感染者数 I(t)に置き換えて、

I(t) = R(t)

∫ ∞

0
g(a)I(t− a) da (16)

と表す。また、感染症において、aは発症間隔 (serial interval）と呼ばれる。
発症間隔の分布 (generation interval distrubution) g(a)としては、covid-19のオミクロン株の場合、

Gamma分布、Lognormal分布、Weibull分布などが検討されている。国立感染症研究所の報告 [3]によ
ると、Weibull分布を用いた場合、一番当てはまりが良く、我々のターミノロジーで言うところの平均は、

µ =

∫ ∞

0
ag(a) da = 2.6

となる。報告書にある「中央値」とは、いわゆる「平均値」のことのように思える。
(16)式をR(t)について解くと、

R(t) =
I(t)∫∞

0 g(a)I(t− a) da
(17)

となる。

実効再生産数R(t)を求める方法については、様々な提案がされている。
最もオーソドックスなものは、Cori et al. の方法 [4]である。これは分母の積分を和に置き換えて、

R(t) =
I(t)

∞∑
i=1

g(i)I(t− i)

(18)

とするものである。
ロベルト・コッホ研究所の提案する実効再生産数の簡易推定式 [5]は、

RRK(t) =
I(t)

I(t− µ)
(19)

で与えられる。これは、(16)式において、g(a) = δ(a− µ) と置くことを意味する。この式を (16)に代
入すると、

I(t) = R(t)

∫ ∞

0
δ(a− µ)I(t− a) da

すなわち、

I(t) = R(t)I(t− µ) (20)

を得る。
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一方、Bonifazi et al.[6]は、曜日による週内の変動をならすために、移動平均をとった

RB(t) =

6∑
i=0

I(t− i)

6∑
i=0

I(t− µ− i)

(21)

を推奨している。この式の分子を (19)式を用いて書き直すと、

6∑
i=0

I(t− i) =

6∑
i=0

R(t− i)I(t− i− µ) (22)

ここで、各R(t− i) i = 0, · · · , 6を、それらの平均

R̄(?) =
1

7

6∑
i=0

R(t− i) (23)

で置き換ることにする。?の時間としては、t− 6から tまでの平均なので、その中央の t− 3を選ぶのが
適切である。すると、(22)式は、

6∑
i=0

I(t− i) ≈ R̄(t− 3)
6∑

i=0

I(t− i− µ)

となるので、

R̄(t− 3) ≈

6∑
i=0

I(t− i)

6∑
i=0

I(t− µ− i)

を得る。
ゆえに、RB(t)は、

RB(t− 3) =

6∑
i=0

I(t− i)

6∑
i=0

I(t− µ− i)

(24)

とすべきである。
(24)式は、次のように解釈することもできる。新規感染者数の移動平均

Ī(t− 3) =
1

7

6∑
i=0

I(t− i) と Ī(t− µ− 3) =
1

7

6∑
i=0

I(t− µ− i)

の比から求めた実効再生産数

R̄(t− 3) =
Ī(t− 3)

Ī(t− µ− 3)

の時刻は t− 3となるので、(24)式を得る。
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再び (20)式に戻って、この式を繰り返し用いる。

I(mµ) = R(mµ)I ((m− 1)µ)

= R(mµ)R ((m− 1)µ) I ((m− 2)µ)

...

= R(mµ)R ((m− 1)µ) · · ·R ((n+ 1)µ) I (nµ)

すなわち、

I(mu) = exp

{
m∑

k=n+1

lnR(kµ)

}
I(nµ)

を得る。
ここで、t = mµ, t′ = nµとおくと、

I(t)

I(t′)
= exp


t∑

τ=t′+µ

lnR(τ)

 (25)

さらに、lnR(τ), (τ = t′ + µ, · · · , t)を平均 ln R̄ ((t+ t′ + µ)/2)で置き換える。

ln R̄
(
(t+ t′ + µ)/2

)
=

µ

∆t

t∑
τ=t′+µ

lnR(τ)

ここで、∆t = t− (t′ + µ)である。これは、R(τ)の相乗平均を取ることと同じである。

R

(
t+ t′ + µ

2

)∆t/µ

=
t∏

τ=t′+µ

R(τ)

すると、(25)式は、

I(t)

I(t′)
= exp

{
∆t

µ
ln R̄

(
(t+ t′ + µ)/2

)}

となる。これをR

(
t+ t′ + µ

2

)
について解くと、

R̄

(
t+ t′ + µ

2

)
=

(
I(t)

I(t′)

)µ/∆t

(26)

を得る。
(26)式は、(19)式の自然な拡張になっていることは、以下のようにして確認できる。

t′ = t− µと置くと、∆t = µ,
t+ t′ + µ

2
= tだから、

R̄(t) =
I(t)

I(t− µ)

を得る。
ここで、

t → t− ∆t− 1

2

t′ → t′ − ∆t− 1

2
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とすると、

R̄

(
t′ +

µ+ 1

2

)
=

(
I(t− ∆t−1

2 )

I(t′ − ∆t−1
2 )

)µ/∆t

を得る。

さらに、I

(
t− ∆t− 1

2

)
と I

(
t′ − ∆t− 1

2

)
を以下のように移動平均で置き換える。

I

(
t− ∆t− 1

2

)
→ Ī

(
t− ∆t− 1

2

)
=

1

∆t

∆t−1∑
i=0

I(t− i) (27)

I

(
t′ − ∆t− 1

2

)
→ Ī

(
t′ − ∆t− 1

2

)
=

1

∆t

∆t−1∑
i=0

I(t′ − i) (28)

すると、Nishiura et al. の公式 [7]

R̄

(
t′ +

µ+ 1

2

)
=


∆t−1∑
i=0

I(t− i)

∆t−1∑
i=0

I(t−∆t− i)



µ
∆t

(29)

を得る。ただし、上記論文では、ここで与えたように時間の関数としての R̄ついて明確には述べている
訳ではない。
また。(29)式は、次のようにして導くこともできる。

I(t− i) = R(t− i)I(t− i− µ)

= R(t− i)R(t− i− µ)I(t− i− 2µ)

...

= R(t− i)R(t− i− µ) · · ·R(t′ − i+ µ)I(t′ − i)

ここで、t′ − i+ µ = t− i− (∆t− µ) = t− i− µ
(
∆t
µ − 1

)
となるので、I(t− i)は、I(t′ − i)に Rを

∆t
µ コ掛けて得られることがわかる。
このR(t− i)R(t− i− µ) · · ·R(t′ − i+ µ)の相乗平均を

R

(
t+ t′ + µ

2
− i

)∆t/µ

= R(t− i)R(t− i− µ) · · ·D(t′ − i+ µ)

で定義すると、

∆t−1∑
i=0

I(t− i) =

∆t−1∑
i=0

R

(
t+ t′ + µ

2
− i

)∆t/µ

I(t′ − i) (30)

さらに、R
(
t+t′+µ

2 − i
)∆t/µ

の幾何平均を

R̄

(
t′ +

µ+ 1

2

)∆t/µ

=
1

∆t

∆t−1∑
i=0

R

(
t+ t′ + µ

2
− i

)∆t/µ

と定義する。ここで、

t′ +
µ+ 1

2
=

1

2

{(
t+ t′ + µ

2
− 0

)
+

(
t+ t′ + µ

2
− (∆t− 1)

)}
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である。

(30)式左辺のR
(
t+t′+µ

2 − i
)∆t/µ

を、この平均で置き換えると

∆t−1∑
i=0

I(t− i) ≈ R̄

(
t′ +

µ+ 1

2

)∆t/µ
(

∆t−1∑
i=0

I(t′ − i)

)

すなわち、(29)式を得る。
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