
ガンマ分布とベータ分布

(Gamma and Beta distributions)

緑川章一 ∗

1 ガンマ分布の導出

確率変数 x1, x2, · · · , xn は、互いに独立で、指数分布 f(xi) = λe−λxi (i = 1, 2, · · · , n)に

従うものとする。このとき、ガンマ分布 (gamma distribution) は、これら n コの独立変数の和

z = x1 + x2 + · · ·+ xn の分布として導き出される。すなわち、

fn(z) = λn

∫
δ(z − x1 − x2 − · · · − xn)e

−λ(x1+x2+···+xn) dx1dx2 · · · dxn (1)

で与えられる。

(1)式の積分は容易に実行することができる。xi≧ 0 (i = 1, 2, · · · , n)に注意すると、

fn(z) = λne−λz

∫ z

0

dxn

∫ z−xn

0

dxn−1 · · ·
∫ z−(x4+···+xn)

0

dx3

∫ z−(x3+x4+···+xn)

0

dx2 (2)

となる。積分範囲が上記のようになることは、以下のようにして導くことができる。

z = x1 + x2 + x3 + · · ·+ xn より、x1 = z − (x2 + x3 + · · ·+ xn) ≧ 0なので、

x2≦ z − (x3 + · · ·+ xn)．ところが、x2≧ 0だから、x3≦ z − (x4 + · · ·+ xn)．今度は x3≧ 0だ

から、x4≦ z − (x4 + · · ·+ xn) 等々、と繰り返すと、最後に xnの範囲として 0 ≦ xn≦ zを得る。

(2)式の積分を実際に実行する。まず、∫ z−(x3+x4+···+xn)

0

dx2 = (z − (x4 + · · ·+ xn))− x3

次に、∫ z−(x4+···+xn)

0

{(z − (x4 + · · ·+ xn))− x3} dx3 =
1

2!
(z − (x4 + · · ·+ xn))

2

=
1

2!
((z − (x5 + · · ·+ xn))− x4)

2

更に、

1

2!

∫ z−(x5+···+xn)

0

{(z − (x5 + · · ·+ xn))− x4}2 dx4 =
1

3!
(z − (x5 + · · ·+ xn))

3

=
1

3!
((z − (x6 + · · ·+ xn))− x5)
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と繰り返して、最後に、

1

(n− 2)!

∫ z

0

(z − xn)
n−2 dxn =

1

(n− 1)!

[
− (z − xn)

n−1
]z
0

= 　
1

(n− 1)!
zn−1

を得るので、

fn(z) =
λn

(n− 1)!
zn−1e−λz

となる。ところで、Γ(n) = (n− 1)! だから、ガンマ関数を用いて書き直すと、

fn(z) =
λn

Γ(n)
zn−1e−λz (3)

となる。ところで、ガンマ関数の積分表示は、

Γ(n) =

∫ ∞

0

xn−1e−x dx

であった。(3)式の積分から、

λn

∫ ∞

0

zn−1e−λz dz =

∫ ∞

0

xn−1e−x dx (x = λz)

= Γ(n)

が得られる。そこで、(3)式をガンマ分布 (gamma distribution)と言い、記号 Ga(n, λ)で表す。
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図 1: ガンマ分布 Ga(n, λ) n = 0, 1, 2, 3の場合

1.1 ガンマ分布の平均と分散

平均

µ =

∫ ∞

0

zfn(z) dz

=
λn

Γ(n)

∫ ∞

0

zne−λz dz
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ここで、x = λzとおくと、

µ =
1

λΓ(n)

∫ ∞

0

xne−x dx

=
Γ(n+ 1)

λΓ(n)

=
n

λ

分散

σ2 =

∫ ∞

0

z2fn(z) dz − µ2

=
λn

Γ(n)

∫ ∞

0

zn+1e−λz dz − µ2

=
Γ(n+ 2)

λ2Γ(n)
− n2

λ2

=
n

λ2

2 ガンマ分布のモーメント母関数

ガンマ分布のモーメント母関数MZ(t)を求めよう。

MZ(t) =

∫ ∞

0

etzfn(z) dz

に、(1)式を代入すると、

MZ(t) =

(
λ

∫ ∞

−∞
e(t−λ)x1 dx1

)(
λ

∫ ∞

0

e(t−λ)x2 dx2

)
· · ·

(
λ

∫ ∞

0

e(t−λ)xn dxn

)
ところで、i = 1, 2, · · ·nに対して、

Mi(t) =

(
λ

∫ ∞

0

e(t−λ)xi dxi

)
=

λ

λ− t
(ただし、t < λとする)

となるので、

MZ(t) =

(
λ

λ− t

)n

(ただし、t < λ)

を得る。

3 ガンマ分布とχ2分布

自由度 nの χ2 分布は、

Tn(z) =
1

2Γ(n/2)

(z
2

)n
2 −1

e−
z
2

であった。この式と (3)式を比べると、自由度 nの χ2分布は、Ga(n/2, 1/2)であることが分かる。
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4 逆ガンマ分布

逆ガンマ分布 (inverse gamma distribution)とは、(3)式の変数 zを y =
1

z
で置き換えたもので

ある。

fY (y) =
λn

Γ(n)

∫ ∞

0

δ

(
y − 1

z

)
zn−1e−λz dz

=
λn

Γ(n)

∫ ∞

0

z2δ

(
z − 1

y

)
zn−1e−λz dz

=
λn

Γ(n)
y−n−1 exp

(
−λ

y

)
すなわち、

fY (y) =
λn

Γ(n)
y−n−1 exp

(
−λ

y

)
を逆ガンマ分布という。

5 ベータ分布

2つの独立な確率変数 xと y を考える。確率変数 xはガンマ分布 Ga(m, λ)に、確率変数 y は

Ga(n, λ)に従うとする。すなわち、

fm(x) =
λm

Γ(m)
xm−1e−λx (4a)

fn(y) =
λn

Γ(n)
yn−1e−λy (4b)

とする。

5.1 x/(x + y)の分布

確率変数 z =
x

x+ y
の分布は、

fZ(z) =

∫
δ

(
z − x

x+ y

)
fm(x)fn(y) dxdy

で与えられる。この積分を求めるのだが、yについての積分を先に実行することにすると、

δ

(
z − x

x+ y

)
=

x

z2
δ

(
y − (1− z)x

z

)
だから、

fZ(z) =
1

z2

∫ ∞

0

x fm (x) fn

(
1− z

z
x

)
dx (5)
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となる。この式に (4a), (4b)式を代入して計算すると、

fZ(z) =
λm+n

Γ(m)Γ(n)
z−n−1(1− z)n−1

∫ ∞

0

xm+n−1e−λx/z dx

=
1

Γ(m)Γ(n)
zm−1(1− z)n−1

∫ ∞

0

tm+n−1e−t dt

(
t =

λ

z
x

)
=

Γ(m+ n)

Γ(m)Γ(n)
zm−1(1− z)n−1

=
zm−1(1− z)n−1

B(m,n)
(0 ≦ z ≦ 1)

ここで、

Γ(m+ n) =

∫ ∞

0

tm+n−1e−t dt

および、

B(m,n) =
Γ(m)Γ(n)

Γ(m+ n)

を用いた。

ベータ関数 B(m,n)の積分表示は、

B(m,n) =

∫ 1

0

zm−1(1− z)n−1 dz

なので、確率密度関数

fZ(z) =
zm−1(1− z)n−1

B(m,n)
(0 ≦ z ≦ 1) (6)

をベータ分布と呼び、Be(m,n)で表す。
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図 2: ベータ分布 Be(m,n)
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5.2 ベータ分布の平均と分散

平均

µ =

∫ 1

0

zfZ(z) dz

=
1

B(m,n)

∫ 1

0

zm(1− z)n−1 dz

=
B(m+ 1, n)

B(m,n)

=
Γ(m+ 1)Γ(n)

Γ(m+ n+ 1)

Γ(m+ n)

Γ(m)Γ(n)

=
m

m+ n

分散

σ2 =

∫ 1

0

z2fZ(z) dz − µ2

=
1

B(m,n)

∫ 1

0

zm+1(1− z)n−1 dz − µ2

=
B(m+ 2, n)

B(m,n)
− µ2

=
Γ(m+ 2)Γ(n)

Γ(m+ n+ 2)

Γ(m+ n)

Γ(m)Γ(n)
− µ2

=
(m+ 1)m

(m+ n+ 1)(m+ n)
− m2

(m+ n)2

=
mn

(m+ n)2(m+ n+ 1)
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5.3 x/yの分布

確率変数 u =
x

y
の分布は、

fU (u) =

∫
δ

(
u− x

y

)
fm(x)fn(y) dxdy

で与えられる。この積分を求めるときに、今度は xについての積分を先に実行することにすると、

δ

(
u− x

y

)
= yδ (x− uy)

だから、

fU (u) =

∫
yfm(uy)fn(y) dy (7)

となる。この式に (4a), (4b)式を代入して計算すると、

fU (u) =
λm+n

Γ(m)Γ(n)
um−1

∫ ∞

0

ym+n−1e−λ(1+u)y dy (8)

ここで、t = λ(1 + u)yとおくと、

fU (u) =
1

Γ(m)Γ(n)

um−1

(1 + u)m+n

∫ ∞

0

tm+n−1e−t dt

=
Γ(m+ n)

Γ(m)Γ(n)

um−1

(1 + u)m+n

=
1

B(m,n)

um−1

(1 + u)m+n
(9)

を得る。

ところで、ベータ関数の積分表示は、

B(m,n) =

∫ 1

0

zm−1(1− z)n−1 dz =

∫ ∞

0

um−1

(1 + u)m+n
du u =

z

1− z

なので、(9)式も、また、一種のベータ分布とみなすことができる。
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図 3: 分布 fU (u)
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zm−1(1− z)n−1 と
um−1

(1 + u)m+n
の関係は、

zm−1(1− z)n−1 =

∫ ∞

0

δ

(
z − u

1 + u

)
um−1

(1 + u)m+n
du

で与えられる。このことは、デルタ関数の公式、

δ (g(u)) =
1

|g′(α)|
δ(u− α) ここに、αは g(u) = 0の解である。

を用いれば、容易に証明できる。今の場合は、δ

(
z − u

1 + u

)
=

1

(1− z)2
δ

(
u− z

1− z

)
である。

ゆえに (6)式と (9)式の関係は、

fZ(z) =
1

(1− z)2
fU

(
z

1− z

)
となる。
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