
ワイブル分布 (Weibull distributions)

緑川章一 ∗

1 生存関数

τ ≥ 0を寿命を表す確率変数とし、その確率密度関数を f(τ)とする。寿命 τ が与えられた値 tよ

りも長くなる割合を表す関数を生存関数 (survival function)と言い、

S(t) = P(τ > t) =

∫ ∞

t

f(τ)dτ (1)

で定義される。

一方、累積分布関数 (cumulative distribution function)F (t)は、

F (t) =

∫ t

0

f(τ)dτ (2)

= 1− S(t) (3)

で与えられる。

累積分布関数 F (t)を微分すると、確率密度関数 f(t)が得られる。

dF (t)

dt
= f(t) (4)

ハザード関数 (hazard function)h(t)とは、

h(t) = lim
∆τ→0

P (t ≤ τ ≤ t+∆τ |τ ≥ t)

∆τ

=
lim

∆τ→0

P (t ≤ τ ≤ t+∆τ)

∆τ
P (τ > t)

=

lim
∆τ→0

1

∆τ

∫ t+∆τ

t

f(t) dτ∫ ∞

t

f(τ)dτ

すなわち、

h(t) =
f(t)∫ ∞

t

f(τ) dτ

(5)

で定義される。
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(1)式より、

S(t) =

∫ ∞

t

f(τ) dτ, S′(t) = −f(t)

だから、

h(t) = −S′(t)

S(t)

を得る。この式の tを τ に書き換えて、式の変形をおこなうと、

dS(τ)

S(τ)
= −h(τ)dτ

この式を 0から tまで積分する。S(0) = 1なので、

S(t) = exp

{
−
∫ t

0

h(τ)dτ

}
をえる。

H(t) =

∫ t

0

h(τ)dτ

を累積ハザード関数 (cumulative hazard function)という。

2 指数分布とワイブル分布

指数分布
指数分布の確率密度関数は、

f(t) = λe−λt (6)

で与えられる。

生存関数は、

S(t) = λ

∫ ∞

t

e−λτdτ = e−λt

累積分布関数は、

F (t) = 1− e−λt

である。

(5)式に (6)式を代入すると、

h(t) = λ

を得る。

また、

dF (t)

dt
= λe−λt

と指数分布の確率密度関数が得られる。
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ワイブル分布
指数分布 f(t) = λe−λt において、t = xn とおき、変数 xの分布 fX(x)を考える。

fX(x) = λ

∫ ∞

0

δ
(
x− n

√
t
)
e−λt dt (7)

この積分を求めるに当り、φ(t) = x− n
√
tとおいて、t = xnの周りで展開する。φ(xn) = 0だから、

φ(t) = φ′(xn)(t− xn) + · · ·

= − 1

n
x−(n−1)(t− xn) + · · ·

ゆえに、

δ
(
x− n

√
t
)
= nxn−1δ(t− xn)

これを、(1)式に代入して、tについての積分をおこなう。

fX(x) = λnxn−1

∫ ∞

0

δ(t− xn)e−λt dt

= λnxn−1e−λxn

(8)

これを、ワイブル分布 (Weibull distribution)と言う。

ワイブル分布の一般的な表現は、(2)式で、n = α, λ = 1/βα と置いたものである。

fX(x) =

(
α

β

)(
x

β

)α−1

e−(x/β)α (9)

累積分布関数から

指数関数の累積分布関数 F (t)は、

F (t) = 1− eλt

で与えられる。

ここで、t = xn とおくと、

FX(x) = 1− e−λxn

この式を xで微分すると、

dFX(x)

dx
= λnxn−1e−λxn

= fX(x)

をワイブル分布の確率密度関数 (8)式が得られる。

平均

ワイブル分布の平均は、(9)式を

µ =

∫ ∞

0

xFX(x) dx

に代入して求める。

µ =

(
α

β

)∫ ∞

0

x

(
x

β

)α−1

e−(x/β)α dx
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ここで、u = (x/β)α とおくと、

x

(
α

β

)(
x

β

)α−1

e−(x/β)α = αu e−u

dx =
β

α
u

1
α−1 du

だから

µ = β

∫ ∞

0

u
1
α e−u du

ここで、

Γ(n) =

∫ ∞

0

un−1e−u du

を用いると、

µ = βΓ

(
1 +

1

α

)
と表すことができる。

分散

分散は、

σ2 =

∫ ∞

0

x2fX(x) dx− µ2

で与えられる。ここで、∫ ∞

0

x2fX(x) dx = αβ

∫ ∞

0

(
x

β

)α+1

e−(x/β)α dx

= β2

∫ ∞

0

u
2
α e−u du

= β2Γ

(
1 +

2

α

)
となるので、

σ2 = β2

{
Γ

(
1 +

2

α

)
− Γ2

(
1 +

1

α

)}
を得る。

3 商の分布

確率変数 xと yは、それぞれ、αの値は同じで β の値が異なるワイブル分布、

f1(x) =

(
α

β1

)(
x

β1

)α−1

e−(x/β1)
α

, f2(y) =

(
α

β2

)(
y

β2

)α−1

e−(y/β2)
α
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に従うものとする。このとき、２つの確率変数の比 z = x/yの分布を考える。

注意！　比 z = (x/β1)/(y/β2)の分布に書き直す。

fZ(z) =

∫ ∞

0

δ(z − x/y)f1(x)f2(y) dx dy

=

∫ ∞

0

yδ(x− yz)f1(x)f2(y) dx dy

=

∫ ∞

0

yf1(yz)f2(y) dy

=
α2

β1β2

∫ ∞

0

y

(
yz

β1

)α−1 (
y

β2

)α−1

e−(yz/β1)
α

e−(y/β2)
α

dy (10)

ここで、u = (y/β2)
α と置くと、(10)式は、

fZ(z) = α

(
β2

β1

)(
β2

β1
z

)α−1 ∫ ∞

0

u exp

{
−
[(β2

β1
z

)α

+ 1
]
u

}
du (11)

さらに、r = (β2/β1)
α, v = (rzα + 1)uとおくと、

fZ(z) = α
rzα−1

(rzα + 1)2

∫ ∞

0

ve−v dv

ところが、∫ ∞

0

ve−v dv = 1

なので、

fZ(z) =
rαzα−1

(rzα + 1)2
(12)

となる。

更に、w = rzα とおくと、

fW (w) =

∫ ∞

0

δ(w − rzα)
αzα−1

(rzα + 1)2
dz

=
1

(w + 1)2

を得る。これは、自由度 (2, 2) の F 分布である。すなわち、確率変数 w =

(
x/β1

y/β2

)α

は、自由度

(2, 2) の F 分布に従う。
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