
離散確率分布
Discrete Probability Distributions

緑川章一 ∗

確率変数X は、離散的な値 x = · · · , −2, −1, 0, 1, 2, · · ·をとるものとし、その確率関数
p(x)と書くことにする。

1 Fourier変換
関数 f(x)は、[−π, π]で定義されているとする。この関数のフーリエ展開を

f(x) =
∑
n

ane
inx

と表すと、その係数 anは、

an =
1

2π

∫ π

−π

f(x)e−inx dx

より求まる。実際、

1

2π

∫ π

−π

f(x)e−inx dx =
1

2π

∑
m

am

∫ π

−π

ei(m−n)x dx = an

となる。ここで、

1

2π

∫ π

−π

ei(m−n)x dx = δm,n (1)

を用いた。

2 特性関数
確率関数 p(x)をフーリエ係数とする関数

f(t) = · · ·+ p(−2)e−2it + p(−1)e−it + p(0) + p(1)eit + p(2)e2it + · · · =
∑
x

p(x)eixt

∗Shoichi Midorikawa
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を確率関数 p(x)の特性関数 (characteristic function)という。確率関数 p(n)は、特性関数の積分

p(n) =
1

2π

∫ π

−π

f(t)e−int dt

から求まる。

3 確率変数の和の分布
確率変数X の離散確率分布を pA(X)、確率変数 Y の離散確率分布を pB(Y )とする。また、

pA(X)，pB(Y )の特性関数を、それぞれ、fA(t), fB(t)と表すと、

fA(t) =
∑
x

pA(x)e
ixt

fB(t) =
∑
y

pB(y)e
iyt

である。このとき、Z = X + Y の確率関数 P (Z)は、

P (z) =
∑
x

∑
y

δz,x+ypA(x)pB(y) (2)

ここで、クロネッカーのデルタのフーリエ展開表示

δz,x+y =
1

2π

∫ π

−π

ei(x+y−z)t dt

を用いると、

P (z) =
1

2π

∑
x

∑
y

∫ π

−π

dtei(x+y−z)t pA(x)pB(y)

=
1

2π

∫ π

−π

dte−izt

(∑
x

pA(x)e
ixt

)(∑
y

pB(y)e
iyt

)

=
1

2π

∫ π

−π

dte−iztfA(t)fB(t)

すなわち、

P (z) =
1

2π

∫ π

−π

dte−iztfA(t)fB(t) (3)

で与えられる。ここで、fA(t)fB(t)が P (Z)の特性関数である。
次に、X1, X2, · · · , Xnは独立な確率変数で、それぞれ同一の確率分布 p(X)に従うものと
する。このとき

Z = X1 +X2 + · · ·+Xn
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の確率関数は、確率変数Xの特性関数を f(t) =
∑
x

p(x)eixtとすると、

P (z) =
∑
x1

· · ·
∑
xn

δz,x1+···+xnp(x1) · · · p(xn)

=
1

2π

∑
x1

· · ·
∑
xn

∫ π

−π

dt ei(x1+···xn−z)t p(x1) · · · p(xn)

=
1

2π

∫ π

−π

dt e−izt

(∑
x1

p(x1)e
ix1t

)
· · ·

(∑
xn

p(xn)e
ixnt

)

となるので、

P (z) =
1

2π

∫ π

−π

dt e−izt fn(t)

で与えられることが分かる。

3.1 ベルヌーイ試行

結果は、成功か失敗かのように、２つに１つの場合について考える。確率変数Xの値は、事
象Eが起こる場合を 0，起こらない場合を 1とする。それらの確率を P (0) = p，失敗の確率を
P (1) = q = 1− pと書こう。この場合の特性関数は、

f(t) = p+ qeit

である。
ベルヌーイ試行列
ベルヌーイ試行を独立に n回繰り返す場合の特性関数は、fn(t)で与えられる。

fn(t) =
(
p+ qeit

)n
=

n∑
x=0

nCxp
xqn−xeixt

=
n∑

x=0

pn(x)e
ixt

ゆえに、

pn(x) = nCxp
xqn−x

と二項分布になる。
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3.2 ポアソン分布

確率分布がポアソン分布 p(n) =
e−λλn

n!
(n = 0, 1, 2, · · · ) の場合

f(t) = e−λ

∞∑
n=0

(λeit)n

n!
= e−λeλe

it

= e−λ(1−eit)

e−λλ
m

m!
=

1

2π

∫ π

−π

e−λ(1−eit)e−imt dt

ポアソン確率変数の和
X1, X2 が互いに独立で、各々、パラメータが λ1, λ2 のポアソン分布に従うものとする。この
とき、Z = X1 +X2の確率分布は、

P (z) =
∞∑

x1=0

∞∑
x2=0

δz,x1+x2e
−λ1

λx1
1

x1!
e−λ2

λx2
2

x2!

で与えられる。ここで、(1) を用いると、

P (z) =
1

2π

∞∑
x1=0

∞∑
x2=0

∫ π

−π

dtei(x1+x2−z)t e−λ1
λx1
1

x1!
e−λ2

λx2
2

x2!

=
1

2π
e−(λ1+λ2)

∫ π

−π

dt

(
∞∑

x1=0

(λ1e
it)x1

x1!

)(
∞∑

x2=0

(λ2e
it)x2

x2!

)
e−izt

=
1

2π
e−(λ1+λ2)

∫ π

−π

dt eλ1eiteλ2eit e−izt

=
1

2π
e−(λ1+λ2)

∫ π

−π

dt e(λ1+λ2)eit e−izt

ここで、λs = λ1 + λ2 とおくと、

P (z) =
1

2π
e−λs

∫ π

−π

dt eλseit e−izt

=
1

2π
e−λs

∞∑
k=0

λk
s

k!

∫ π

−π

dtei(k−z)t

= e−λs

∞∑
k=0

λk
s

k!
δk,z

= e−λs
λz
s

z!

ゆえに、z = x1 + x2の分布は、

P (z) = e−λs
λz
s

z!
，　　ここで、　λs = λ1 + λ2
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普通は、こんな七面倒くさいことはしないで、

P (z) =
∞∑

x1=0

∞∑
x2=0

δz,x1+x2e
−λ1

λx1
1

x1!
e−λ2

λx2
2

x2!

=
z∑

x1=0

e−λ1
λx1
1

x1!
e−λ2

λz−x1
2

(z − x1)!
　 ∵ x2 = z − x1≧ 0

= e−(λ1+λ2)
1

z!

z∑
x1=0

z!

x1!(z − x1)!
λx1
1 λz−x1

2

= e−(λ1+λ2)
(λ1 + λ2)

z

z!

ゆえに、

P (z) = e−(λ1+λ2)
(λ1 + λ2)

z

z!

3.3 二項分布

二項分布 pn(x) = nCxp
xqn−xの場合、特性関数は、

f(t) =
n∑

x=0

nCxp
xqn−xeixt =

n∑
x=0

nCx

(
peit
)x

qn−x =
(
peit + q

)n
で与えられる。
二項分布に従う確率変数の和

X1とX2は互いに独立で、それぞれ、確率分布pn1(x1) = n1Cx1p
x1qn1−x1，pn2(x2) = n2Cx2p

x2qn2−x2
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に従うものとする。このとき、Z = X1 +X2の確率分布は、

P (z) =

n1∑
x1=0

n2∑
x2=0

δz,x1+x2 n1Cx1p
x1qn1−x1

n2Cx2p
x2qn2−x2

=

n1∑
x1=0

n2∑
x2=0

1

2π

∫ π

−π

ei(z−x1−x2)t dt n1Cx1p
x1qn1−x1

n2Cx2p
x2qn2−x2

=
1

2π

∫ π

−π

eizt

(
n1∑

x1=0

n1Cx1(pe
−it)x1qn1−x1

)(
n2∑

x2=0

n2Cx2(pe
−it)x2qn2−x2

)
dt

=
1

2π

∫ π

−π

eizt
(
pe−it + q

)n1
(
pe−it + q

)n2 dt

=
1

2π

∫ π

−π

eizt
(
pe−it + q

)n1+n2 dt

=

n1+n2∑
s=0

n1+n2Cs p
sqn1+n2−s 1

2π

∫ π

−π

ei(z−s)t dt

=

n1+n2∑
s=0

n1+n2Cs p
sqn1+n2−s δz,s

= n1+n2Cz p
zqn1+n2−z

すなわち、

P (z) = n1+n2Cz p
zqn1+n2−z

3.4 幾何分布

幾何分布 P (x) = pqx−1 ただし、p+ q = 1, x = 1, 2, · · ·の特性関数は、

f(t) =
∞∑
x=1

P (x)eixt =
p

q

∞∑
x=1

(
qeit
)x

=
peit

(1− qeit)

幾何分布に従う確率変数の和
X1, X2, · · · , Xnは独立な確率変数で、それぞれ同一の幾何分布 P (X)に従うものとする。
このとき

Z = X1 +X2 + · · ·+Xn

の確率関数は、確率変数Xiの特性関数を f(t) =
peit

(1− qeit)
とすると、

P (z) =
1

2π

∫ π

−π

e−izt fn(t) dt =
pn

2π

∫ π

−π

einte−izt

(1− qeit)n
dt (4)
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で与えられる。
ところで、

1

(1− s)n
= 1 +

n

1!
s+

n(n+ 1)

2!
s2 +

n(n+ 1)(n+ 2)

3!
s3 + · · ·

=
∞∑
u=0

n−1+uCu s
u

だから、(4)式は、

P (z) =
∞∑
u=0

n−1+uCup
nqu

1

2π

∫ π

−π

ei(n+u−z)t dt

= z−1Cz−np
nqz−n

すなわち、

P (z) = z−1Cz−np
nqz−n

ここで、z = n+ kとおくと、

P (n+ k) = n+k−1Ckp
nqk

これは、ある事象がn回成功するまでに k回の失敗したときの確率である。なぜなら、n+ k回
の試行で、n回の成功と k回の失敗をしたとすると、その確率は、pnqkとなる。n+ k回目の
試行は成功であるから、それまでの、n+ k − 1回の間に k回の失敗の仕方は、n+k−1Ckとなる
からである。
ところで、

n+k−1Ckp
nqk =

(n+ k − 1)(n+ k − 2) · · · (n+ 1)n

k!
pnqk

=
(−n)(−n− 1) · · · (−n− (k − 1))

k!
pn(−q)k

= −nCk

(
1

p

)−n−k (
−q

p

)k

と書けるので、N = −n, P =
1

p
, Q = −q

p
とおくと、

n+k−1Ckp
nqk = NCkPN−kQk

右辺は、形式的には二項分布の形をしている。ただし、N < 0，Q < 0である。また、p+ q = 1

なのでP +Q = 1。これを負の二項分布と言う。
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