
2次方程式の整数解

【問題】
xの 2次方程式 x2 −mnx+m+ n = 0（ただしm,nは自然数）で２つの解がともに整数となる
ものは何個あるか。

【解】
2つの整数解を α, β とおくと、解と係数の関係から、

αβ = m+ n (1)

α + β = mn (2)

m,nは、自然数だから、m≧ 1, n≧ 1. ゆえに、

αβ ≧ 2 (3)

α + β ≧ 1 (4)

となり、α≧ 1, β≧ 1、 すなわち、αもβも自然数であることが分かる。
ここで、

(α− 1)(β − 1) = αβ − α− β + 1 = m+ n−mn+ 1 = −(m− 1)(n− 1) + 2 (5)

だから、

(α− 1)(β − 1)− 1 = −
[
(m− 1)(n− 1)− 1

]
(6)

が成り立つ。また、α, β, m, n は、すべて自然数だから、

(α− 1)(β − 1)− 1 ≧ −1 (7)

(m− 1)(n− 1)− 1 ≧ −1 (8)

が成り立つ。
(6)式と (8)式より、

(α− 1)(β − 1)− 1≦ 1 (9)
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これと、(7)式を組み合わせると、

−1≦ (α− 1)(β − 1)− 1≦ 1 (10)

となる。これは、(α− 1)(β − 1)− 1 の取り得る値は、−1, 0, 1の 3通りであること、すなわ
ち、(α− 1)(β − 1) = 0, 1, 2 を表す。

(α − 1)(β − 1) = 0の場合 (5)式より (m− 1)(n− 1) = 2, これは、m = 3, n = 2 または、
m = 2, n = 3 を表す。このとき、α = 5, β = 1、または、α = 1, β = 5となる。

(α − 1)(β − 1) = 1の場合 これは、α = 2, β = 2を意味する。(5)式より、(m− 1)(n− 1) = 1

である。これより、m, n の値は、m = n = 2と求まる。

(α − 1)(β − 1) = 2の場合 このとき、α = 2, β = 3 または、α = 3, β = 2となる。また、
(m− 1)(n− 1) = 0より、m = 1または n = 1。m = 1のときは、(2)式より、n = 5。n = 1

のときは、m = 5 となる。

以上より、問題の 2次方程式の整数解は、(1, 5), (2, 2), (2, 3) の 3個である。

2


