
平成２８年度 青森県教員採用試験 数学
　問題および解答・解説

１ 図のように、円に内接する１辺の長さが aの正五角形ＡＢＣＤＥがある。点Ｆ, G,H, I, J は
対角線の交点とするとき、次の（1)～(3)に答えなさい。

(1) △ABEと△ IBAが相似であることを示しなさい。　
【解答】
∠ABE = ∠IBA (共通)

同じ長さの弧からできる円周角は等しいので
∠AEB = ∠IAB
2組の角がそれぞれ等しいので、△ABEと△ IBAは相似である。

図
(2) BIとBEの長さを求めなさい。
【解答】
△AEIについて
∠AEIは∠AEDを 3等分した大きさで,

∠IAEは∠BAEを 3等分した 2つ分の大きさだから

∠AEI = 108◦ × 1

3
= 36◦, ∠IAE = 108◦ × 2

3
= 72◦

よって, ∠EIA = 180◦ − (36◦ + 72◦) = 72◦

以上から, △AEIは二等辺三角形なので
IE = AE = a

(1)より、△ ABE ∽ △IBAであるから
AB : BE = IB : BA

AB : (BI + IE) = IB : BA

IB = x とおくと
a : (x+ a) = x : a

(x+ a)x = a2

x2 + ax− a2 = 0

x > 0より

x =
(−1 +

√
5)

2
a = BI

BE = BI + IE =
(−1 +

√
5)

2
a+ a =

(1 +
√
5)

2
a

(1) 三角形の相似の条件
1⃝ 3 組の辺の比が、すべて等しい
2⃝ 2 組の辺の比とその間の角がそれぞれ等しい
3⃝ 2 組の角がそれぞれ等しい
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(3) 正五角形ABCDEの面積をＳ1, 五角形 FGHIJ の面積をＳ2

とおくとき、
S2

S1

の値を求めなさい。

【解答】

BE =
(1 +

√
5)

2
a, BI =

(−1 +
√
5)

2
a = HE より

IH = BE − 2BI =
(1 +

√
5)

2
a+ (1−

√
5)a =

3−
√
5

2
a

ここで,五角形 FGHIJ の一つの内角である∠HIJ の大きさは
∠HIJ = ∠AIB = 180◦ − (36◦ + 36◦) = 108◦

また,△IAB ≡ △JBC ≡ △FCD ≡ △GDE ≡ △HEA

よって,五角形 FGHIJ の 1 つの内角がすべて 108◦であるの
で FGHIJ は正五角形である。
すなわち, ABCDEと FGHIJ は相似であり,

相似比は 1 :
3−

√
5

2
である。

したがって,
S2

S1

=

(
3−

√
5

2

)2

÷ 12 =
7− 3

√
5

2

(3) 正 n 角形の 1 つの内角は

(n− 2)× 180◦ ×
1

n

よって、正五角形の１つの内角は 108◦

図形の相似比が m : n のとき

面積比は m2 : n2
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２ 時計の長針と短針が重なる時刻について次のように考える。ただし、短針は 12時間で長針
は 1時間でそれぞれなめらかに 1周するものとする。図のように、半径が 1の円をとり、「12時
」の点をAとする。「12時」から x時間たったときの、中心から延ばした短針の延長線と円周

の交点を P、長針の延長と円周の交点をQとし、このときの
⌢
AP の長さを f(x),

⌢
AQ の長さ

を g(x)とする。ただし、
⌢
AP,

⌢
AQともにAから時計回りにある側とし、QとAが重なるとき

の
⌢
AQの長さは 0とする。0 < x < 12とするとき、次の (1)～(5)に答えなさい。

(1) f(3), g

(
1

3

)
をそれぞれ求め、答えのみ書きなさい。

【解答】

f(3) = 2π · 3

12
=

π

2

g

(
1

3

)
= 2π · 1

3
=

2

3
π

(2) 0 < x < 1のとき, f(x), g(x)をそれぞれ xの式で表し、答えのみ
書きなさい。
【解答】
f(x) =

π

6
x

g(x) = 2πx

(3) 1 ≦ x < 2のとき, P とQが重なるときの xの値を求めなさい。

【解答】
1 ≦ x < 2のとき

f(x) =
x

6
π, g(x) = g(1) + g(x− 1) = 0 + g(x− 1) = g(x− 1)

ここで、P とQが重なるとき,
⌢
AP と

⌢
AQの長さが等しいから

f(x) = g(x)

x

6
π = 2π(x− 1) ⇒ 11

6
πx = 2π

x =
12

11

短針 :
⌢
AP の長さ = f(x)

長針 :
⌢
AQ の長さ = g(x)

(2) P の移動速度を時速 1
12
周 (時速

1

6
π)

Q の移動速度を時速 1 周 (時速 2π)

と考えると式にしやすい。

(3) 点 Q は 1 時間経つと頂点に戻るので
例えば g(1.5) = g(1) + g(0.5) = 0 + π
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(4) y = g(x)のグラフをかきなさい。
【解答】

(5) P とQが重なるときの回数をグラフを利用して求めなさい。
【解答】

上図より, P とQは 10回重なる。

(4), (5) グラフをかくときは、

•と ◦を忘れず正しくかく。

(5) 12 本ある斜線のうち直線 y = f(x)

と交わらないのは両端の斜線である。
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３ 次の (1)～(3)に答えなさい。

(1) 3個のサイコロを同時にふったとき,その目の積が 2の倍数になる確
率を求めなさい。
【解答】
この余事象は,「１つも偶数の目が出ない」場合であるから

1−
(
1

2

)3

= 1− 1

8
=

7

8

余事象の確率

事象 A が起こる確率
を P (A),事象Ａが起こ
らない (事象Ａの余事象
の）確率を P (Ā)とする
と
P (A) = 1− P (Ā)

(2) 4個のサイコロを同時にふったとき,その目の積が 4の倍数になる確
率を求めなさい。

【解答 1】
この事象は,「少なくとも 2個は偶数の目が出る」場合と「1個は 4の
目,それ以外は奇数の目が出る」場合がある。

(i)「少なくとも 2個は偶数の目が出る」場合
この事象は,「まったく偶数の目が出ない」場合と「1個だけ偶数の目が
出る」場合の和事象の余事象であるから

1−

{(
1

2

)4

+4 C1

(
1

2

)1

·
(
1

2

)3
}

= 1−
(

1

16
+

4

16

)
=

11

16

(ii)「1個は 4の目,それ以外は奇数の目が出る」場合

4C1

(
1

6

)1

·
(
1

2

)3

=
4

48

(i), (ii)は排反事象であるから,求める確率は

11

16
+

4

48
=

37

48

反復試行の確率

事象 A の起こる確率
が pであるとする。この
試行を n 回繰り返し行
うとき,事象Ａがちょう
ど r 回起こる確率は

nCrpnqn−r

ただし q = 1− p

【解答 2】
この余事象,「積が 4の倍数にならない」場合を考える。
積が 4の倍数にならないとき,「全て奇数の目が出る」場合と「1個だけ 2か 6,それ以外は
奇数の目が出る」場合である。
(i)「全て奇数の目が出る」場合(

1

2

)4

=
1

16

(ii)「1個だけ 2か 6,それ以外は奇数の目が出る」場合

4C1

(
1

3

)1

·
(
1

2

)3

=
4

24

(i), (ii)は排反事象であるから,積が 4の倍数にならない確率は
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1

16
+

4

24
=

11

48

したがって,求める確率は

1− 11

48
=

37

48

(3) n個のサイコロを同時にふったとき,その目の積が 6の倍数になる確
率を求めなさい。
【解答】
この事象は,「少なくとも 1回は6の目が出る」場合と「少なくとも 1回
は 2か 4が出る」かつ「少なくとも 1回は 3の目がでる」場合がある。
事象A,B,Cを
A :少なくとも 1回は 6の目が出る
B :少なくとも 1回は 2か 4の目が出る
C :少なくとも 1回は 3の目が出る
とすると, 6の倍数になるのは, Ａ ∪（Ｂ ∩ C)である。
この余事象（6の倍数にならないとき)は,

Ā ∩ (B̄ ∪ C̄) = (Ā ∩ B̄) ∪ (Ā ∩ C̄)

よって,

「6か 2か 4の目が 1回も出ない」または「6か 3の目が 1回も出ない
」場合
すなわち、
「すべての目が 1か 3か 5」または「すべての目が 1か 2か 4か 5」の場
合なので(

3

6

)n

+

(
4

6

)n

−
(
2

6

)n

· · · · · · ※

したがって、求める確率は

1−
(
1

2

)n

−
(
2

3

)n

+

(
1

3

)n

(3) 6 の倍数になるときの

条件がすべて「少なくとも

～」になっている。式の形

としては「少なくも～であ

る確率」よりも「まったく

～でない確率」の方が単純

であるので、余事象の確率

を考えると良い。

ド・モルガンの法則を使

い論理式の余事象をとると

A → Ā

∪ → ∩

∩ → ∪

に変わる。

※「すべての目が 1か 3か

5 となる確率」+「すべて

の目が 1 か 2 か 4 か 5 と

なる確率」‐「すべての目が

1 か 5 となる確率」

6の倍数にならない＝「す

べて奇数の目が出る」また

は「すべて 3の倍数ではな

い目が出る 」ことに気がつ

けば※式がすぐに作れる。
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４ 座標平面上に点A(1, 5)と, 直線 l : 3x− 4y − 3 = 0, 円C1 : x
2 + y2 − 10x− 16y + 80 = 0が

ある。円C1の中心を点Bとする。次の (1)～(4)に答えなさい。

(1) 点Bの座標と円C1の半径を求めなさい。
【解答】
x2 + y2 − 10x− 16y + 80 = 0

(x− 5)2 + (y − 8)2 − 25− 64 + 80 = 0

(x− 5)2 + (y − 8)2 = 32

点B(5, 8), 半径 3

(2) 点Aと直線 lの距離 dを求めなさい。
【解答】

d =
|3 · 1− 4 · 5− 3|√

32 + 42
=

20√
25

= 4

(3) 直線 l上を動く点 P をとるとき, AP +BP の最小値を求めなさい。
【解答１】
点Bが直線 lに対して対称な点をB′(a, b)とすると
BB′ ⊥ lより, 2直線の傾きの積が-1になるので

b− 8

a− 5
· 3
4
= −1 · · · 1⃝

また, BB′の中点が直線 l上にあるので

3 · 5 + a

2
− 4 · 8 + b

2
− 3 = 0 · · · 2⃝

1⃝式について

b− 8 = −4

3
(a− 5)

3b− 24 = −4a+ 20

4a+ 3b = 44 · · · 1⃝′

2⃝式について
15+3a−32−4b−6 = 0

3a− 4b = 23 · · · 2⃝′

4× 1⃝′ + 3× 2⃝′より
16a+ 12b = 176

+| 9a− 12b = 69

25a = 245

a =
49

5
, b = −4

3
· 49
5

+
44

3
=

−196 + 220

15
=

8

5
BP = B′P より
AP +BP = AP +B′P

よって, AP +BP が最小となるときAPB′が一直線上に並ぶので
AP +BP の最小値 = AB′

AB′ =

√(
49

5
− 1

)2

+

(
8

5
− 5

)2

=

√
442

25
+

172

25
=

√
2225

25
=

√
89
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【解答２】
点Aが直線 lに対して対称な点をA′(x, y)とする
直線 lに垂直な直線の方程式は 4x+ 3y + C = 0

これが点A(1, 5)を通るとき
4 · 1 + 3 · 5 + C = 0

C = −19

よって直線AA′の方程式は 4x+ 3y = 19 · · · · · · 1⃝
点A′と lの距離が 4であるから

|3x− 4y − 3|√
32 + 42

= 4

|3x− 4y − 3| = 20

3x− 4y − 3 = ±20

3x− 4y = 23, 3x− 4y = −17

3x− 4y = −17は点Aのときに成り立つので,点A′

のときに成り立つ式は
3x− 4y = 23 · · · · · · 2⃝

1⃝× 4 + 2⃝× 3より
16x+ 12y = 76

+| 9x− 12y = 69

25x = 145

x =
29

5
, y =

1

4
· 3 · 29

5
− 23

4
=

87− 115

20
= −28

20
= −7

5

AP = A′P より
AP +BP = A′P +BP

よって, AP +BP が最小となるときA′PBが一直線上に並ぶので
AP +BP の最小値 = A′B

A′B =

√(
29

5
− 5

)2

+

(
−7

5
− 8

)2

=

√(
4

5

)2

+

(
−47

5

)2

=

√
16 + 2209

25
=

√
2225

25
=

√
89

(4) 点Aを中心とする半径 1の円を円C2とする。円C2の周及び内部を直線 lを軸として 1回
転してできる回転体の体積を求めなさい。
【解答】
円C2の方程式は (x− 1)2 + (y − 5)2 = 1

(2)から,点Aと直線 lの距離は 4より,

求める回転体の体積は
円 x2 + (y − 4)2 = 1

を x軸を軸として 1回転してできる
回転体の体積に等しい。
x2 + (y − 4)2 = 1
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(y − 4) = ±
√
1− x2

y = 4±
√
1− x2

より

V = π

∫ 1

−1

(4 +
√
1− x2)2dx− π

∫ 1

−1

(4−
√
1− x2)2dx

:::::::::::::::::::::::

大きな回転体の体積−小さな回転体の体積
:::::::::::::

= π

∫ 1

−1

(16 + 8
√
1− x2 + 1− x2)dx− π

∫ 1

−1

(16− 8
√
1− x2 + 1− x2)dx

= π

∫ 1

−1

16
√
1− x2dx

= 16π

∫ 1

−1

√
1− x2dx · · · · · · ※

= 32π

∫ 1

0

√
1− x2dx

x = cos tとおくと

※
∫ 1

−1

√
1− x2dxは半径 1の半円の面積を

表すことに気づけば、V = 16π×
π

2
= 8π2 と

すぐ求められる。
　
y =

√
1− x2 は偶関数だから∫ 1

−1

√
1− x2dx = 2

∫ 1

0

√
1− x2dx

x 0 → 1

t π
2

→ 0

dx

dt
= − sin t より

V = 32π

∫ 0

π
2

√
1− cos2 t · (− sin t)dt = −32π

∫ 0

π
2

√
sin2 t · sin tdt

= 32π

∫ π
2

0

sin2 tdt = 32π

∫ π
2

0

1− cos 2t

2
dt = 16π

[
t− 1

2
sin 2t

]π
2

0

= 16π

{
π

2
− 1

2
sinπ −

(
0− 1

2
sin 0

)}
= 8π · π = 8π2

∫ b

a
−f(x)dx =

∫ a

b
f(x)dx

cos 2θ = 1− 2 sin2 θ より

sin2 θ =
1− cos 2θ

2

パップス・ギュルダンの定理

円環体の体積
= C2の面積× C2の中心の軌跡の長さ

これを使うと V = π × 8π = 8π2
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５ 図のように,半径 1の球を用いて,水平面上に 3個を互いが接するように置き,できたへこみの
上に 1個を置く。上におかれた 1個を 1段目,先に置かれた 3個を 2段目と呼ぶことにする。さ
らに, 2段目の下に 3段目として 6個置き, 2段目のそれぞれの球が 3段目の 3個と接するように
置く。このように段を増やす作業を繰り返し,一番下の段が n段目である物体を T (n)とするた
だし, 2 ≦ nとする。次の (1), (2)に答えなさい。

図

(1) 1⃝ 4段目, 5段目で使われる球の個数をそれぞれ求めなさい。
【解答】

1, 2, 3, · · ·段目に使われる球の個数は,それぞれ 1, 3, 6, 10, 15, · · ·であるから
4段目 : 10個, 5段目 : 15個

2⃝ n段目で使われる球の個数を求めなさい。
【解答】

n段目に使われる球の個数は数列 {1, 2, 3, · · · n}の和になるから
1

2
n(n+ 1)個

3⃝ T (n)で使われる球の個数を求めなさい。
【解答１】

T (n)で使われる球の個数は,全ての段の球を足し合わせた数であるから
n∑

k=1

{
1

2
k(k + 1)

}
=

1

2

n∑
k=1

(k2 + k)

=
1

2

{
1

6
n(n+ 1)(2n+ 1) +

1

2
n(n+ 1)

}
=

1

2
· 1
6
n(n+ 1) {(2n+ 1) + 3}

=
1

2
· 1
6
n(n+ 1)(2n+ 4) =

1

6
n(n+ 1)(n+ 2)個
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【解答２】
T (n)で使われる球の個数は,全ての段の球を足し合わせた数であるから

n∑
k=1

{
1

2
k(k + 1)

}

=
1

6

n∑
k=1

{k(k + 1)(k + 2)− (k − 1)k(k + 1)}

=
1

6
[(1 · 2 · 3− 0 · 1 · 2) + (2 · 3 · 4 · −1 · 2 · 3) + (3 · 4 · 5− 2 · 3 · 4) +

· · · + {(n(n+ 1)(n+ 2)− (n− 1)n(n+ 1)}]

=
1

6
n(n+ 1)(n+ 2)個

k(k + 1) =
1

3
{k(k + 1)(k + 2)− (k − 1)k(k + 1)} を利用。
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(2) 1⃝ T (2)の高さを求めなさい。
【解答】
4個の半径 1の球が接するとき,中心を結んだ立体は 1辺の長さ
が 2の正四面体となる。4個の球の中心をそれぞれ, A,B,C,Dと
し, Aから面BCDに下ろした垂線の足をGとすると
△ ABG ≡ △ACG ≡ △ADGより
BG = CG = DGとなり
Gは△ BCDの外心である。また, BCDは正三角形よりGは重
心でもある。

DH =
√
3, DG : GH = 2 : 1から DG =

2
√
3

3

よって

AG =
√
AD2 −DG2 =

√√√√22 −

(
2
√
3

3

)2

=

√
4− 4

3
=

2
√
6

3

したがって, T (2)の高さは

1 +
2
√
6

3
+ 1 =

2
√
6

3
+ 2

(2) 1⃝ AG の長さを求めたい
⇒ DG の長さを知りたい

ここでは DG の長さを求めるために,
点 G が重心であることを利用している。

※他の方法で, AG の長さを求める方法
△AHD について, AH = HD =

√
3, AD = 2

S =
1

2
×

√
3×AG

=
1

2
×

√
3×

√
3× sin∠AHD

これを計算して
AG =

√
3 sin∠AHD

ここで, cos∠AHD =

√
3
2
+

√
3
2 − 22

2 ·
√
3 ·

√
3

=
1

3

であるから, sin∠AHD =

√
1−

(
1

3

)2

=
2
√
2

3

したがって, AG =
2
√
6

3

2⃝ T (n)の高さが 20より大きくなるとき, nの最小値を求めなさい。
【解答】

T (n)は n− 1箇所で上下の球が接しているから

T (n)の高さは,
2
√
6

3
(n− 1) + 2 と表せる。

2
√
6

3
(n− 1) + 2 > 20

2
√
6(n− 1) > 54√
6(n− 1) > 27√
6n > 27 +

√
6

n >
27√
6
+ 1 =

9
√
6

2
+ 1

n >

√
486

4
+ 1 >

√
121 + 1 = 12

よって, nの最小値は 13
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６ （中学校受験者のみ解答すること）
(1)学習指導要領の穴埋め問題 (2) 1⃝語句の説明 2⃝生徒の発表に対しての問題 ※作成予定

７ （高等学校受験者のみ解答すること）
(1)学習指導要領の穴埋め問題 (2)生徒の答案に対しての問題 ※作成予定

13


